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复变函数与

积分变换
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课程简介

“复变函数与积分变换”是高等院校理工

科学生必须具备的数学知识，它是微积分的重要

后续课程。内容包括解析函数、复变函数的积分、

级数、留数、保角映射以及拉普拉斯变换等。

预修要求：微积分

教材：《复变函数与拉普拉斯变换》

金忆丹 尹永成，浙大出版社 2003年
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课程教学网站：“浙大钉”“学在浙大”等

总评成绩占比：

线下作业与平时表现：30%

阶段测试：20%

期末考试：50%

期末考试：统一命题，由学校安排考场，统一标准阅卷。

阶段测试：用四-五等级评分，采用相对评分办法。

作业：每周一次
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复变函数与拉普拉斯变换

第一章预备知识
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第1.1节 复数及其表达

iyxz +=
zx Re=

zy Im=

i )1( 2 −=i

定义：形如 的数称为复数，其中

实数 称为 的实部，

实数 称为 的虚部，

称为 虚数单位。

z
z

特别，称 为纯虚数； 为实数；)0( ≠= yiyz xz =

称为 的共轭复数。iyxz −= z

21212211 , yyxxiyxiyx ==⇔+=+

复数不能比较大小！
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)(),( OZyxP

iyxz

向量或点

一对一 →←+=

称 轴为实轴， 轴为 虚轴；

称为 的模；

x y
22|| yxzr +== z

zArg=θ )(tan
x
y

=θ z称为 的辐角（无穷多个），

其中 称为 辐角主值，即],(arg0 ππθ −∈= z

),2,1,0(2arg ±±=+= kkzzArg π

复平面



辐角主值的计算

7
















−

+=
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复数其它表示法：

iyxz +=

θire= （指数形式）

)|,|( zArgzr == θ

（三角形式）θθ sincos irr +=

欧拉公式： θθθ sincos iei +=
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例 将 化为三角形式和指数形式。31 iz +−=

解：
，2)3()1(|| 22 =+−=z

3
2

3)1(
3arctanarg ππππ =+−=+
−

=z

.2)
3

2sin
3

2(cos2 3
2 i

eiz
πππ

=+=∴
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第1.2节 复数的运算

)()( 212121 yyixxzz ±+±=±

)()( 1221212121 yxyxiyyxxzz ++−=⋅

22

11

2

1

iyx
iyx

z
z

+
+

=
))((
))(

2222

2211

iyxiyx
iyxiyx

−+
−+

=
（

).0( 22
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121 ≠
+
−

+
+
+

= z
yx

yxyxi
yx

yyxx

复数的四则运算

，111 iyxz += 222 iyxz +=定义复数 的加法，减法及乘

除法：
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常见性质：

代数恒等式仍成立，如： .2)( 222 bababa ++=+

，|||||| 2121 zzzz +≤+ |||||||| 2121 zzzz −≥−

，， zzzzz ⋅== 2|||||| 2121 )( zzzz ±=±

2121 zzzz = 2121 // zzzz =

,argarg zz −= 当 不在负实轴上时。z

加法乘法：交换律 结合律 分配律

复数域 ：全体复数 （ 运算）C ÷⋅−+
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复数加减法的几何意义：

平行四边形法则

共轭复数的几何意义：

关于实轴对称zz，
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复数乘积与商的几何意义：

)(
21

21 θθ += ierr

,1
11

θierz = 2
22

θierz =设复数

)sin(cos)sin(cos 22211121 θθθθ irirzz +⋅+=

))sin()(cos( 212121 θθθθ +++= irr

)(
2121

21)/(/ θθ −= ierrzz类似：

2121

2121

)/(

|,|/|||/|

zArgzArgzzArg

zzzz

−=

=∴

2121

2121

)(

|,|||||

zArgzArgzzArg

zzzz

+=

=∴
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复数的乘幂与方根

.
)sin(cos

)sin(cos

θ
θθ

θθ

inn

n

nnn

er
ninr

irz

=
+=
+=

θirez =设 ，由归纳法可得其 次幂n

特别，取 即得 de Moivre 公式：1=r

.sincos)sin(cos θθθθ nini n +=+

.,|||| zArgnzArgzz nnn ==∴
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例 求 .)1( 2022i+

解：
2022)1( i+

( )2022)
4

sin
4

(cos2 ππ i+=

( ))2022
4

sin()2022
4

cos(21011 ×+×=
ππ i

( ))
2

505sin()
2

505cos(21011 ππππ +++= i

i10112−=
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如何求 设 则：.n z ϕθ ρ ii ewrez == ,
nini ere ϕθ ρ=

),2,1,0(2arg, ±±=+==⇒ kkznrn πϕρ

)1,2,1,0(
2arg

−==∴
+

nkerw n
kzin

k 
π

复数方根的定义：设 是已知复数， 为正整数，

称满足方程 的所有复数 为 的

次方根，记为

zwn =
.n zw =

nz
nzw

)1,2,1,0(||
2arg

−==
+

nkezz n
kzi

nn 
π
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个根均匀分布在以原点为中心，

为半径的圆周上。

n
n z ||

)1,2,1,0(||
2arg

−===
+

nkezzw n
kzi

nn
k 

π

例：求 的 次方根。iz +=1 4

解： )2,1,0(21
)2

4
(

±±==+=
+

keiz
ki ππ

).32,1,0(2

)2(

)(

)
216

(8

4/)2
4

(4/1

4

==

=

=∴

+

+

ke

e

zw

ki

ki

kk

ππ

ππ
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第1.3节 复球面与无穷远点

如右图，利用球极平面射影法，建

立球面 到复平面 的一一对

应： .P z↔

}N{\S C

.||NP ∞→⇔→ z易见，

称球面北极 所对应的“点”

为复平面 的无穷远点，记为 。

称为扩充复平面，

∞

}{∞∪= CC

称为复球面。S

N
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第1.4节 复平面上的点集

几个概念

}|||{),( 00 δδ <−∈= zzCzzD

......       的 邻域0z δ

}||0|{}{\),( 000 δδ <−<∈= zzCzzzD

......       的 去心 邻域0z δ

有界域

否则，称为无界域。

.,||,0: DzMzMD ∈∀≤>∃



设有点集 E 及一点 P :

• 若存在点 P 的某邻域 U(P)⊂ E ,

• 若存在点 P 的某邻域 U(P)∩ E = ∅ ,

• 若对点 P 的任一邻域 U(P) 既含 E中的内点也含 E

则称 P 为 E 的内点；

则称 P 为 E 的外点 ;

则称 P 为 E 的边界点 .的外点 ,

21



•若点集 E 的点都是内点，则称 E 为开集；

•若点集 E ⊃∂E , 则称 E 为闭集；

•若集 D 中任意两点都可用一完全属于 D 的折线相连 ,

• 开区域连同它的边界一起称为闭区域.

则称 D 是连通的 ;

•连通的开集称为开区域 ,简称区域 ;

• E 的边界点的全体称为 E 的边界, 记作∂E ;

22
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),()()( tiytxtzz +==⇒ βα ≤≤ t

...... 复平面上的一条有向曲线。

特殊：当 时，闭曲线。)()( βα zz =

曲线 参数方程：

),(txx = ),(tyy = βα ≤≤ t

C

单连通区域（无洞） 复连通区域（有洞）
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平面图形的复数表示（例）

Rzz =− || 0

圆

椭圆

Rzzzz =++− |||| 00
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)10()( 121 ≤≤−+= tzztzz

直线段 21zz

直线

)()( 121 +∞≤≤−∞−+= tzztzz
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4
)(arg π
=− iz

射线

角域

βα << zarg
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实轴： 虚轴：,0Im =z 0Re =z

……

带域

π2Im0 << z
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复变函数与拉普拉斯变换

第二章 解析函数
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第2.1节  复变函数

一   复变函数的概念

若     唯一，称     为 ，

例                            

若     不唯一，称      为

w f

fw
.|,| Czzw 

}.0{\, CzzArgw 

     称复数域中的集合      到复数域中的映射      为 

定义在     上 的 ，记 为 

           …定义域，          …值域。       

D
D .),( Dzzfw 

f

D )(Df
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       复变函数无法在三维空间中用图表示，常视

其为两复平面之间的 或 。

iyxz 

).,(),()( yxivyxuzfw 

   记                     ，                       ，则ivuw 
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例2. 设函数              ， 问它把下列     平面上的点集分

别映射成     平面上的什么点集？ 

2zw  Z
W

（1）圆 .|| 0rz 

解：                              …… 圆                             2
0

2|||| rzw 

（2）射线 ].
2

,
2

(arg  z

解：                           ……射线],(2arg2arg   zw
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（3）双曲线                                                    实数babxyayx ,,2,22 

解：

xyiyxzivuw 2222 

iyxz 

auayx  22

bvbxy 2

......直线

 ......直线
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（4）上半平面               

   （                         ）       

}0|{  yiyxzD

}0|{   irezD

解： }220|{    iewGD
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二   极限与连续

极限的定义：设函数         在   点的某去

心邻域内有定义，若有一数   ，对任意      ，

存在      ，使得当               时，

成立，则称   为函数         当  趋向于      

时的极限，记为：

)(zfw 

0z

A 0

0  ||0 0zz
 |)(| Azf

A 0zz

.)(lim
0

Azf
zz




)(zfw 
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 极限的性质




Azf
zz

)(lim
0

,),(lim 0, 00

uyxu
yyxx




,),(lim 0, 00

vyxv
yyxx




，000 iyxz  ，00 ivuA 其中：
.)( ivuzf 




Azf
zz

)(lim
0

),()( zAzf 

.0)(lim
0




z
zz
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,)(lim,)(lim
00

BzgAzf
zzzz




;)(lim)(lim)]()([lim)1(
000

BAzgzfzgzf
zzzzzz




 定理  设                                                   则： 

;)(lim)(lim)]()([lim)2(
000

ABzgzfzgzf
zzzzzz




);0()(lim/)(lim)](/)([lim)3(
000




B
B
Azgzfzgzf

zzzzzz

,)(lim cwg
Aw




.))((lim
0

czfg
zz


(4) 若                                    则 
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连续的定义：

     若                            ，则称函数         在     点连续。

     

)()(lim 0
0

zfzf
zz




)(zf 0z

)(zf

D
D )(zf若函数         在    上每一点连续，则称         在       

     上是连续函数。

即:        存在      ，使得当            时，                   

                 成立，则称     在   点连续。           

,0  0  || 0zz

 |)()(| 0zfzf )(zf 0z
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ivuzf )( 000 iyxz 

),(),( yxvyxu ， ),( 00 yx

连续函数的性质

)(zf D |)(| zf
D

（开区域不成立，例：                   在            上连续，  
但无界。）

1
1)(



z

zf 1|| z
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Azf
zz




)(lim
0

)(zf

)(zf )(zf
0z

0z

0z
,0,0    ||0 0zz

.|||)(||)(|  AAzfAzf
                               当                         时，有

    (2)      在   点也连续，由二元连续函数的保号 

      性，       在   的某邻域成立，结论成立。

|)(| zf
0 |)(| zf 0z
0z
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第2.2节  解析函数

0

0
0

)()(lim)(
0 zz

zfzfzf
zz 






定义：设    是函数                  的定义域，           ，

若极限

存在，则称        在     点可导，此极限值称为

在     点的导数，记为

0

0 )()(lim
0 zz

zfzf
zz 




)(zfw D Dz 0

)(zf 0z )(zf

0z
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)( 0zf  z
zfzzf

z 





)()(lim 00
0 z

w
z 




 0
lim

改写为： zzzzfzfzzf  )()()()( 000 

其中： 时。当， 00)(  zz

可导一定连续，反之不成立。

例：                 在          处连续，但不可导。||)( zzf  0z

或：
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D


0z

   若函数在某点解析，则函数在该点可导，反之

不成立（见例5）。不解析的点称为 。

定义：如果函数          在       的某邻域内每点都可导，

则称         在      点解析。若         在区域     内每点都解

析，则称         为     内的解析函数。

)(zf
)(zf

0z

0z )(zf D

D)(zf

     显然，由于  是开集，    在  内每点解析等价

于    在  内每点可导。整个复平面上解析的函数

称为整函数。

D )(zf
)(zf D

D

林亨
Highlight
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)()( zgzf ， D

D

 (1)   )()(])()([ zgbzfazbgzaf 

])()([ zgzf )()()()( zgzfzgzf (2)

).0)((
)(

)()()()(]
)(
)([ 2 


 zg

zg
zgzfzgzf

zg
zf

(3)
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设函数        在   内解析，        在     

   内解析，且         ，则复合函数                     

在   内解析，且 

)(zg )(fw

)]([ zgfw
D

G GDg )(

).()]([)]([ zgzgfzgf
dz
d 

D



18

例1. 证明              在复平面  

上处处可导，且

)1()(  nzzf n

).1()( 1   nnzzf n

C

)(lim 1221

0




 nn
n

n
n

n

z
zCzzCnz 

.1 nnz

z
wzf

z 



 0

lim)(
z

zzz nn

z 





)lim
0

（
证:

)3)(2(
1)(




zz
zf }3,2{\C例3. 函数                在       上解析。
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例2. 讨论        的解析性。zzf )(

   不同，极限值不同，所以         在     上处处不可

导，处处不解析。

)(zfk C

 沿               ，令               则

ik
ik

yix
yix

z
z












1
1

xky  ,0z

解.

z
w

z 


 0
lim

z
zzz

z 



 0

lim
z
z

z 



 0

lim,Cz
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第2.3节 解析函数的充分必要条件

 设   是函数                       的 定义

域，        是   内一点，则      在   处可导的

充分必要条件是：             在       处可微且

满足柯西-黎曼方程（简称 C-R 条件）

                     此时

                                          

                     

D ),(),()( yxivyxuzf 
iyxz  z)(zf

),(),( yxvyxu ， ),( yx

y
v

x
u








y
u

x
v








.)(
x
vi

x
uzf










D





函数可导的充分必要条件
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证明： 设 ibazf  )(

)()()( zfzzfzf 

zzzzf  )()( 

))(())(( 21 yixiyixiba  
yxybxa  21 

)( 12 yxyaxbi  
,)0(0)( 21  ziz 其中：                                                               因此

yxybxau  21 

yxyaxbv  12 
))0(),(( o
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,
y
v

x
u








 y
u

x
v








 ibazf )( .
x
vi

x
u








且

 反推，类似，略.

a
x
u





b
y
u





b
x
v





a
y
v













由可微的定义得：                            在           可微，且),(),( yxvyxu ， ),( yx



23

                                             在区域      内

解析的充分必要条件：                         在      内可微

且满足 C-R条件 .

),(),()( yxivyxuzf  D
),(),,( yxvyxu D

推论：若                                则                                                            ，Dinzf 0)(  .)( Dinzf 常数

解析函数的充分必要条件
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例2. 讨论                的解析性。zzf )(

解： ，iyxzzf )(

., yvxu 

,11 







y
v

x
u

C-R 条件不满足，所以      在复平面上 

处处不可导，处处不解析。

)(zf
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例5.讨论函数         的解析性.
2|| zw 

 解： ，222|| yxzw 
0,22  vyxu

,2x
x
u





,2 y
y
u





.0







y
v

x
v

易见，C-R条件仅在      处满足。所以                

在      处可导，当             时不可导；在 复平面       

上处处不解析。  

2|| zw 
0z 0z

)0,0(
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Din
y
U

x
UU ,02

2

2

2











),( yxU D定义：如果实函数       在区域   内有二阶连续

偏导数且满足拉普拉斯方程

则称      为   内的调和函数。                    ),( yxU D

注：拉普拉斯方程也称为调和方程。
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D

),(),()( yxivyxuzf 定理  若                   是区域   内的

，则             在   内均为调和函数。                                          ),(),,( yxvyxu
D

证：因为                   在区域   内 ，

则             在   内可微（任意阶可微，见

下章）且满足柯西-黎曼方程：

),(),()( yxivyxuzf  D

),(),,( yxvyxu D


xy
v

x
u






 2

2

2

yx
v

y
u






 2

2

2

y

v
x
u








y
u

x
v











.0u .0v两式相加得                类似可证             
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注：由上述定理知，解析函数的实部和虚部均

为调和函数，且满足柯西 –黎曼方程，称它们

为一对共轭调和函数。当区域是单连通区域时，

调和函数的共轭调和函数一定存在，对一般区

域结论不成立。
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例7. 已知调和函数               求其共轭调

和函数  ，并求以   为实部且满足          的

解析函数。

,3 23 yxyu 

v u if )0(

解：由C-R 条件: )1(6 xy
x
u

y
v









)2(33 22 yx
y
u

x
v









将(1) 对  积分得：

).(3)6(),( 2 xxydyxyyxv  
y
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由条件                得：if )0( 1 CiiC

 yxyzf 23 3)( ).13( 32  xxyi

.3 iiz 

 yxyzf 23 3)( ).3( 32 Cxxyi 

.3),( 32 Cxxyyxv 

 23)( xx Cxx  3)(代入(2)得：
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，yeu x cos yev x sin
ze

.zz ee ）（

定义：设        ，称函数                                           

为指数函数。

)sin(cos yiyee xz iyxz 
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(1)             特别 ，wzwz eee  .)( nznz ee 

(2)               当     为实数时， .0 Czez  ，

);0(1  xex ).0(1  xex
xz 

(3)   以        (     整数)为周期，即 
ze inT 2 .zTz ee 

0n

,2 ie
i




,1ie  ,2
3

ie
i




.12 ie (4)

1ze .2 inz (5)
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例. 求        的实部与虚部.)(exp ze

  解： )sincos(exp)(exp yieyee xxz 

)).sinsin()sin(cos(cos yeiyee xxye x 

)sincos())(exp(Re cos yeee xyez x



).sinsin())(exp(Im cos yeee xyez x
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对数函数是指数函数的反函数，即 满足

方程                        的反函数               称为对数

函数，记为

)0(  zzew )(zfw

}.0{\, CzzLnw 

设                                          则：,ivuw  ziArgezz ||

ziArgivu eze || zArgvzeu  ，||

     

)2(arg||ln kzizw 

).,2,1,0()2(arg||ln  kkzizzLn 即
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zizz arg||lnln 

0k

}.,|{}0{\    vRuivuC 一对一

对数函数     是多值函数，有无穷个分支，    

时的分支称为对数函数的主支，记  

zLn

kizzLn 2ln  ).,2,1,0( k显然，
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)1( iLn 

)1(|1|ln iArgii 

)2
4

(2ln  ki  ).,2,1,0( k

)1(Ln

)1(|)1(|ln  Argi

)2(  ki  ).,2,1,0( k

iii  2ln)2ln()]1)(1[(ln
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2121 )( zLnzLnzzLn 

)0()/( 22121  zzLnzLnzzLn

||ln z }0{\C      易见           在          上处处连续 ，        在负

实轴上不连续 (                                           ), 因此                                 

                            在                                 上连续。

zarg

,arglim
0




z
y




z
y

arglim
-0

zizz arg||lnln  }0,0|{\  xyiyxC

定理：对数主支                  

在区域                 上解析，且 

zizz arg||lnln 
}0,0|{\  xyiyxCD

./1)(ln zz 



38

)()( ln  ze z

./1)(ln zz 

1)(lnln  ze z

1)(ln  zz

对数函数求导公式推导
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定义：设                     为复数，称函数

为幂函数。  

),0( zz Lnzez  

))2
2

(||(ln  kiiiiLnii eei


例：
)2

2
(  k

e




).,2,1,0( k

ikkiLn eee 22))20(|1|(ln21221   

).,2,1,0( k
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Lnz
nn ez
11


i

n
kzz

n ee
2arg||ln1 



i
n

kz
n ez

2arg1

||




.n z

).1,2,1,0(  nk 

注:   设                 为正整数，当            时 ，幂函

数为单值函数，即      次方幂，                        ；

当            时 ，幂函数为      次方根：

)1( nn

zzzzn 
n

n

n
1



n
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)()(  Lnzez 

z
e Lnz  

,1  z

}.0,0|{\  xyiyxCz

1)(    zz

证：
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i
eez

iziz

2
sin




2
cos

iziz eez




2

zz eezsh


 2

zz eezch




定义：对任意复数  ，定义三角函数和双曲函数：

正弦函数               余弦函数

双曲正弦               双曲余弦

z
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周期性 奇偶性 导数公式（整函数）

奇

偶

奇

偶

zsin

zcos

zsh

zch i2

2

2

i2

zz cos)(sin 

zz sin)(cos 

chzshz )(

shzchz )(

基本性质
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zzz cossin22sin  1cossin 22  zz

chziz )cos(ishziz )sin(

zizch cos)(  .sin)( ziizsh 

zz cossin ， 在复平面上不是有界函数（与实函数不同）

，)(
2

|||sin| 





yeeiy
yy

zcos

证：

类似，可证         也无界。
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例.  解方程 .)sin( iiz 

解： i
i
ee iziizi


 

2

0122  zz ee

.21  ze

ikLnz 2)21ln()21()1( 

ikLnz )12()12ln()21()2( 

).,2,1,0( k
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补充题
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1

复变函数与拉普拉斯变换

第三章 复变函数的积分



2

第3.1节 复变函数的积分及其性质

一 复积分的定义及计算

.)(lim)(
10 ∑∫
=

→
∆=

n

k
kk

C

zfdzzf ξ
σ

若令 ， 都收敛到同一极限，则称

函数 沿曲线 可积，此极限值称为 沿曲线

的积分，记为：

)(zf C

0|}{|max 11
→= −≤≤ kknk

zzσ nS

)(zf

C

定义：设 是复平面上一有向曲线， 在 上有

定义。分割曲线 ，分点为 ，

任取 ，作和

C )(zf C

,)(
1
∑
=

∆=
n

k
kkn zfS ξ )( 1−−=∆ kkk zzz

C bzzzzza nn == − ,,,,, 1210 

kkk zz 1−∈ξ



3

注：当曲线 是区间 而 时，复

积分为实函数的定积分。

)()( xuzf =

例 设 是连接复数点 的任意曲线，用定

义计算积分

C ba,

∫
C

dz.

解： ∫
C

dz )(1lim 1
10 −
=

→
−⋅= ∑ k

n

k
k zz

σ

)(lim
0

ab −=
→σ

.ab −=

一般而言，大多积分用定义难以计算。

bxa ≤≤C
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证： =∫
C

dzzf )( ,)(lim
10∑
=

→
∆

n

k
kk zf ξ

σ

∑
=

→
∆+∆+=

n

k
kkkk yixivu

10
)))(()((lim ξξ

σ

]))()(())()([(lim
10∑
=

→
∆+∆+∆−∆=

n

k
kkkkkkkk yuxviyvxu ξξξξ

σ

.∫ ∫ ++−=
C C

udyvdxivdyudx

复积分与曲线积分的关系

定理 设函数 在曲线 上

连续，则 在 上可积，且

),(),()( yxivyxuzf +=

C

∫ ∫∫ ++−=
C CC

udyvdxivdyudxdzzf )(

)(zf

C



5

设曲线 的参数方程：

满足 则

C ),()()( tiytxtzz +==

）（ βα ≤≤ t ，0)()()( ≠′+′=′ tyitxtz

∫∫ ′=
β

α

dttztzfdzzf
C

)()]([)(

( ).))()(]())(),(())(),(([ dttyitxtytxivtytxu ′+′+= ∫
β

α

复积分的计算方法

证：由复积分与曲线积分的关系及曲线积分的

计算方法可得。
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).20(,Re)(: π≤≤+== tatzzC it解:

=
−

∴ ∫
C

n dz
az )

1
（

dtRie
eR

it
n∫

π2

0
int

1

例2. 验证

=
−∫

C
n dz

az )
1

（

其中 是以 为中心， 为半径的正向圆周曲线。C a R







≠

=

.(1,0

1,2

整数）n

niπ

== ∫ −
− dte

R
i itn
n

π2

0

)1(
1









≠

=

.(1,0

1,2

整数）n

niπ
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二 复积分的性质

(1)   =+∫
C

dzzgkzfk ))()(( 21 .)()( 21 ∫∫ +
CC

dzzgkdzzfk

(2) 设曲线 其中 的终点为 的起

点，则

,21 CCC +=
1C 2C

∫
C

dzzf )( .)()(
21

∫∫ +=
CC

dzzfdzzf

(3) 记 是有向曲线 的反向曲线，则：
−C C

∫
−C

dzzf )( .)(∫−=
C

dzzf

(4) 设 为曲线 的长度， ，l CzMzf ∈∀≤ ,|)(|C

则： ≤∫ |)(|
C

dzzf .|)(| Mldszf
C

≤∫

证：用积分定义易证，略。
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例4. 计算积分 ,其中 是连接 与

的曲线，路径见图3-2：

∫
C

zdzRe O AC

(1) 直线段 (2) 折线段 与;OA OB .BA

解: (1) ，： 10,: →+= tittzOA

.
2

1)1(Re
1

0
∫∫

+
=+=∴

idtitzdz
C

(2) ;10:,: →= ttzOB

.10:,1 →+= titzBA：

∫ ∫∫ +=∴
OB BAC

zdzzdzzdz ReReRe

.
2
11

0

1

0

iidttdt +=+= ∫ ∫

(注：说明复积分一般与路径有关）
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第3.2节 柯西积分定理

定理（ ）设函数 在封闭曲线

上及其所包围的单连通区域 内解析，则

)(zf C

D

.0)( =∫
C

dzzf

∫ ++−=
C

udyvdxivdyudx )( )1.1.3Th(

dxdy
y
u

x
v

D

][
∂
∂

−
∂
∂

−= ∫∫ dxdy
y
v

x
ui

D

][
∂
∂

−
∂
∂

+ ∫∫ 格林公式）(

.0= 条件）（ RC −

证： ∫
C

dzzf )( （不妨设 正向）C
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推论1. 如果 在单连通区域 内解析，则积分

与路径无关，只与 的起点终点有关。C

)(zf D

∫
C

dzzf )(

证：设 是 内任意两条起点为 ，终点为

的曲线，由柯西积分定理

0)(
21

=∫
−+CC

dzzf

21 CC， D 0z 1z

∫⇒
1

)(
C

dzzf ∫=
2

)(
C

dzzf
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推论2. （多连通区域 的柯西积分定理）设函数

在多连通区域 及其正向边界 上解析，则

)(zf

.0)( =∫
C

dzzf

D

D

C

证：与单连通情况一样可证，略。

1=n =∫
0

)(
C

dzzf .)(
1

∫
C

dzzf特别,  时， ( 形变公式 )

如右图，设 的正向边界

,210
−−− ++++= nCCCCC 

D

.)()(
1

0

∑ ∫∫
=

=
n

k CC k

dzzfdzzf则：



12

例5 计算 为光滑闭曲线， 不在

上， 为整数。

,
)(

1
∫ −C

n dz
az C a

nC

C解：当 在 所围区域 的外部时，由柯西积

分定理：

a D

；0
)(

1
=

−∫
C

n dz
az

当 在 所围区域 的内部时，由形变公式：a C D

∫ −C
n dz

az )(
1

∫
=− −

=
Raz

n dz
az|| )(

1

=








≠

=

.(1,0

1,2

整数）n

niπ
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二. 原函数定理

若 在单连通区域 内解析，积分与路径无关。)(zf D

记
∫=
z

z

dfzF
0

)()( ζζ )( Dz∈

0z其中 为积分曲线 的起点， 为终点，zγ .D⊂γ

（积分上限函数）

定理 若 在单连通区域 内解析，则 在

内也解析，且

)(zf DD )(zF

).()( zfzF =′
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证：因为 在 内连续，对D)(zf ,0,0 >∃>∀ δε

当 时， 有δζ <− || z .|)()(| εζ <− zff

|)()()(| zf
z

zFzzF
−

∆
−∆+

∴

|)(1)(1| ζζζ dzf
z

df
z

zz

z

zz

z
∫∫
∆+∆+

∆
−

∆
=

|||)()(|
||

1
∫
∆+

−
∆

≤
zz

z

dzff
z

ζζ

.||
||

1 εε =∆⋅⋅
∆

≤ z
z

时）（当 δ<∆ || z
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推论1. 设 也是 的原函数（ ），则：)(zG )(zf )()( zfzG =′

CdfCzFzG
z

z

+=+= ∫
0

)()()( ζζ ).( 常数C

推论2. 若 在单连通区域 内解析， 是

的一个原函数，则：

)(zf D )(zG )(zf

)()()( 01 zGzGdzzf
C

−=∫

其中曲线 是 的起点和终点。10 ,, zzDC ⊂ C
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证： CdfCzFzG
z

z

+=+= ∫
0

)()()( ζζ

取 得：0zz = )( 0zGC =

)()()( 0

0

zGzGdf
z

z

−=∴ ∫ ζζ

再取 即可得证。1zz =
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例7. 计算 其中 是连接 与 的直线段。,∫
C z

dz
C i+1 i2

解：在 中，有

解析，且

},0:{ πθπθ <<−+∞<<= rreD i

z
z 1)(ln =′ ,DC ⊂

.
4

2ln
2
1)1ln(2ln|ln 2

1 iiiz
z

dz i
i

C

π
+=+−==∴ +∫

（注：也可用参数方程直接计算）
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第3.3节 柯西积分公式

定理 ( 柯西积分公式）设 函数 在有界闭区

域 上解析， 正向，则

)(zf
CDD += DC ∂=

.,)(
2
1)( 0

0
0 Dzdz

zz
zf

i
zf

C

∈∀
−

= ∫π

注:(1)   为单连通或多连通区域，定理都成立。D

(2) 当 时，Dz ∉0 .0)(

0

=
−∫ dz

zz
zf

C
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证：因为 在 连续，对

当 时，有

记 逆时针。由柯西积分定理

)(zf 0z ,0,0 >∃>∀ δε
δ<− || 0zz .|)()(| 0 ε<− zfzf

),0(||: 0 δρρ ∈=− zzC

dz
zz
zf

C
∫ − 0

)(

dz
zz
zf

C
∫ −

=
ρ 0

)(

dz
zz

zfzf

C
∫ −

−
=

ρ 0

0 )()( dz
zz

zf
C
∫ −

+
ρ 0

0
1)(

)(21)( 0
0

0 zifdz
zz

zf
C

π
ρ

=
−∫由例2，
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|)()(|
0

0 dz
zz

zfzf

C
∫ −

−

ρ

ds
zz

zfzf

C
∫ −

−
≤

ρ
||

|)()(|

0

0 .22 πεπρ
ρ
ε

=⋅≤

由 的任意性知：0>ε

.0)()(

0

0 =
−
−

∫ dz
zz

zfzf

Cρ

.)(2)(
0

0

结论⇒=
−

∴ ∫ zifdz
zz
zf

C

π
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定理：设函数 在 上解析，则

解析函数的积分平均值定理

)(zf Rzz ≤− || 0

.)Re(
2
1)(

2

0
00 θ

π

π
θ dzfzf i∫ +=

RzzCC R =−= ||: 0

dz
zz
zf

i
zf

RC
∫ −

=
0

0
)(

2
1)(
π

.)Re(
2
1 2

0
0 θ

π

π
θ dzf i∫ +=

证：在柯西积分公式中，取

逆时针，则
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例9. 计算 其中,
2

dz
z

ze

C

z

∫ −
+

:C

（1）单位圆周，逆时针；

（2）中心在原点，半径为 3 的圆周曲线，逆时针。

2−
+

z
zez

解:(1) 在 上解析，由柯西积分定理

.0
2

=
−
+

∫ dz
z

ze

C

z

1|| ≤z

(2) 应用柯西积分公式

2
3||

|)(2
2 =

=

+=
−
+

∫ z
z

z

z

zeidz
z

ze π ).2(2 2 += eiπ
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例 10. 求积分 .
1

sin

2||
2 dz

z
zI

z
∫
= −

=

解一： dz
z

zI
z
∫
= −

=
2|| 1
sin[

2
1 ]

1
sin

2||

dz
z

z

z
∫
= +

−

.1sin2]|)(sin|)[(sin2
2
1

11 izzi zz ππ =−⋅= −==

解二:  dz
z

zI
z
∫
=+ −

=
2/1|1|

2 1
sin .

1
sin

2/1|1|
2 dz

z
z

z
∫
=− −

+

dz
z

zz

z
∫
=+ +

−
=

2/1|1| 1
)1/(sin .

1
)1/(sin

2/1|1|

dz
z

zz

z
∫
=− −

+
+

.1sin2]|
1

sin|
1

sin[2 11 i
z

z
z

zi zz ππ =
+

+
−

= =−=
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第3.4  解析函数的无穷可微性

定理 (高阶导数的柯西积分公式）设 在有界闭区域

上解析， 正向，则 在 内的任意阶导

数存在，且

)(zf

CDD += DC ∂= )(zf D

.,
)(
)(

2
!)( 01

0
0

)( Dzdz
zz
zf

i
nzf

C
n

n ∈∀
−

= ∫ +π
),2,1,0( =n

证:略, P74。形式上，在柯西积分公式两边对变量

求 阶导数可得。0z n

注：实函数不具有此性质。
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例11. 计算 其中 是绕 一周的闭曲线。C i,
)(

cos
3 dz

iz
z

C
∫ −

解： .1|)
2

2cos(|)(cos
!2

2
)(

cos
3 ichzizidz

iz
z

iziz
C

ππππ
−=⋅+=′′=

− ==∫

例13. 计算 逆时针。,
)1( 22 dz

z
eI

C

z

∫ −
= 1||: >= rzC

解： dz
z

zeI
z

z

∫
<− −

+
=

δ|1|
2

2

)1(
1/( ）

dz
z

ze

z

z

∫
<+ +

−
+

δ|1|
2

2

)1(
1/( ）

.]|)
)1(

(|)
)1(

[(2 1212 i
ez

e
z

ei z

z

z

z ππ =′
−

+′
+

= −==

其中： }.1,1{min −< rδ
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定理(柯西不等式） 设 在 上解析，则Rzz ≤− || 0)(zf

,!|)(| 0
)( M

R
nzf n

n ≤

.|)(|max
|| 0

zfM
Rzz =−

=

证： |
)(
)(

2
!||)(|

||
1

0
0

)(

0

dz
zz
zf

i
nzf

Rzz
n

n ∫
=−

+−
=

π

=⋅⋅≤ + R
R
Mn

n π
π

2
2

!
1 .! M

R
n

n

其中：
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定理（柳维尔定理）有界整函数必为常数。

证：设 在复平面 上解析，且)(zf C .,|)(| CzMzf ∈≤

,0 Cz ∈∀由柯西不等式， 有

).(,0|)(| 0 +∞→→≤′ R
R
Mzf

常数。， ≡⇒∈≡′∴ )(0)( zfCzzf

注：实函数不具有此性质，如 在 上有界

且任意阶可导，但不是常数。

xsin R
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定理 （代数学基本定理）设 是复常数，

则至少

使得

naaa ,,, 10 

，01
1

1)( azazazazp n
n

n
n ++++= −

−  ,0,1 ≠≥ nan
Cz ∈∃ 0 .0)( 0 =zp

)(
1)(
zp

zf =证:(反证) 设 ，则

是整函数，且 因此存在 使

在 上有界;   而 在 上连续，

有界,    所以 在复平面上有界。由 柳维尔定

理， 是常数，矛盾。

Czzp ∈∀≠ ，0)(
).(,0)( ∞→→ zzf 0>R

)(zf RBC \ )(zf RB
)(zf

)()( zpzf ，
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1

复变函数与拉普拉斯变换

第四章 级数



2

第4.1节 复数项级数与幂级数

一.复数列与复数项级数

复数列极限的定义

设 是一复数列， 是一复数，如果

当 时 ，有

成立，则称 收敛于 ，记作 .lim 0zznn
=

∞→

,0>∀ ε
Nn ≥

ε<− || 0zzn

}{ nz 0z
,*NN ∈∃

}{ nz 0z
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定理 复数列 收敛于 的

充分必要条件是 且

}{}{ nnn ibaz += ibaz +=0

aann
=

∞→
lim .lim bbnn

=
∞→

|}|,||max{ bbaa nn −− || 0zzn −≤ .|||| bbaa nn −+−≤

证：由数列极限的定义及下列不等式易证，略。
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复数项级数

 ++++=∑
∞

=
n

n
n zzzz 21

1

通项

)(21 ∞→→+++= nSzzzS nn 

若部分和数列

则称级数收敛于 ，记作 .
1

Sz
n

n =∑
∞

=
S

若 不收敛，则称级数发散。nS

若 收敛，则称 绝对收敛；∑
∞

=1
||

n
nz ∑

∞

=1n
nz

若 发散， 收敛，则称

条件收敛。

∑
∞

=1
||

n
nz

∑
∞

=1n
nz ∑

∞

=1n
nz
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定理 若 收敛， 则∑
∞

=1n
nz .0lim =

∞→ nn
z (级数收敛

的必要条件）

定理 收敛的充分必要条件

都收敛。

∑
∞

=1n
nz

)Im(,)Re(
11
∑∑
∞

=

∞

= n
n

n
n zz

收敛级数的性质

定理 绝对收敛的级数一定收敛, 反之不成立。
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例1. 考察 的收敛性。)
2

1(
1

n
n

i
n
+∑

∞

=

解：因为 发散， 绝对收敛，

所以原级数发散。

∑
∞

=1

1
n n ∑

∞

=1 2n
n
i
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二 复函数序列 与复函数项级数

Czzfn ∈)},({

DzzSzf
n

n ∈=∑
∞

=

),()(
1

和函数

收敛域

DznzSzfzS
n

n
nn ∈∀∞→→=⇔ ∑

=

),()()()(
1

部分和序列
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三 幂级数的敛散性

 +−++−+=−∑
∞

=

n
n

n

n
n azCazCCazC )()()( 10

0

（ 复数）aCn ,

∑
∞

=0n

n
n zC特： ,0=a

定理（阿贝尔定理） (i) 若 在

处收敛，那么当 时，幂级数绝对收敛。

∑
∞

=0n

n
n zC 00 ≠= zz

|||| 0zz <

(ii) 若幂级数在 处发散，那么当 时，

幂级数发散。

1zz = |||| 1zz >

证:(i)  .1||,||||||
00

0 <=≤=
z
zqMq

z
zzCzC nnn

n
n

n

由比较判别法， 绝对收敛。(ii)用(i)反证。∑
∞

=1n

n
n zC
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收敛半径: }|:|sup{
0

收敛n

n
n zCzR ∑

∞

=

=

当 时，幂级数绝对收敛；当 时，

幂级数发散；当 时， 不确定。

Rz <|| Rz >||

Rz =||

}|||{ RzCzBR <∈=收敛圆:

当 时，级数仅在 处收敛；

当 时，级数在整个复平面收敛。

0=R 0=z

+∞=R

定理 (收敛半径的计算）

.
||

1lim||lim
1

n
n

n
n

n
n CC

CR
∞→

+
∞→

= 或
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例3. ∑
∞

=1n
n

n

n
z

充分大时）n
n
z n

n

n

()
2
1(||

<

所以级数对任意 均收敛。z

例4.讨论级数 的敛散性。∑
∞

=0n

nz

解： )1(
1
11 1 ≠
−
−

=+++= − z
z
zzzS

n
n

n 

).(
1

1
∞→

−
→ n

z
Sn

当 时，1|| <z

当 时， 不收敛于零，级数发散。1|| ≥z nz

)1|(|
1

1
0

<
−

=∑
∞

=

z
z

z
n

n
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定理 设幂级数 的收敛半径为 ,

且

∑
∞

=0n

n
n zC

)|(|),(
0

RzzfzC
n

n
n <=∑

∞

=

R

则:(i)     在 内解析;             )(zf Rz <||

(ii)上式两边可任意阶逐项求导;

(iii) 上式两边可逐项积分，即

dzzCdzzf
C

n

C n
n ∫∫ ∑

∞

=

=
0

)(

其中 特别， 起点原点，终点

则

.RBC ⊂ C ,RBz∈

.
1

1

+
=

+

∫ n
zdzz

n

C

n

幂级数和函数的解析性
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第4.2节 台劳（Taylor)级数

一 台劳定理

定理(台劳定理 ) 设 在圆 内解析，

则 在圆内可展开成幂级数 ( 台劳级数）

)(zf

)(zf
RzzD <− ||: 0

)||(,)(
!

)()( 0
0

0
0

)(

Rzzzz
n

zfzf n

n

n

<−−=∑
∞

=

且展开式唯一。

特别：当 时，00 =z

)||(,
!

)0()(
0

)(

Rzz
n

fzf
n

n
n

<= ∑
∞

=

（马克劳林级数）
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证：由柯西积分公式

）（ 1010 ||.|:|,)(
2
1)(

1

1

RzzRzCd
z

f
i

zf R
CR

<−=−
−

= ∫ ζζ
ζ
ζ

π

∑
∞

=
+−

−
=

−
−

−
⋅

−
=

−−−
=

− 0
1

0

0

0

0000 )(
)(

1

11
)()(

11
n

n

n

z
zz

z
zzzzzzz ζ

ζ
ζζζ

n

n
n zzCzf )()(

0
0∑

∞

=

−=∴

其中： .
!

)(
)(
)(

2
1 0

)(

1
0

1
n

zfd
z

f
i

C
n

C
nn

R

=
−

= ∫ + ζ
ζ

ζ
π

唯一性：若 n

n
n zzCzf )()(

0
0∑

∞

=

−′= .
!

)( 0
)(

n
zfC

n

n =′⇒
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推论： 在区域 内解析 在 内任一

点 处可展开成幂级数。

)(zf )(zf⇔D D

0z

0z 处台劳级数的收敛半径

.||min 0zR −=
Γ∈

ζ
ζ

其中 为 的边界。Γ D
0z•

R

Γ

D
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二 一些初等函数的台劳展开式

例6.          在复平面上解析，
zezf =)( ,1|)( 0

)( ==z
nze

 +++++=== ∑∑
∞

=

∞

= !!2
1

!!
)0( 2

00

)(

n
zzz

n
zz

n
fe

n

n

n
n

n

n
z )|(| +∞<z

例7.   ∑
∞

=

− −+
=

+
=

0 !
)()(

2
1

2
cos

n

nniziz

n
izizeez

 +−+++−=
−

=∑
∞

= )!2(
)1(

!4!2
1

!2
)1(cos

242

0

2

n
zzz

n
zz

n
n

n

nn

）（

)|(| +∞<z
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类似

)|(| +∞<z +
+

++++=
+

=
+∞

=

+

∑ )!12(!5!3!12

1253

0

12

n
zzzz

n
zshz

n

n

n

）（

 +++++==∑
∞

= )!2(!4!2
1

!2

242

0

2

n
zzz

n
zchz

n

n

n

）（
)|(| +∞<z

 +++++==
− ∑

∞

=

n

n

n zzzz
z

2

0
1

1
1 )1|(| <z

 +
+

−+++−=
+

−
=

+∞

=

+

∑ )!12(
)1(

!5!3!12
)1(sin

1253

0

12

n
zzzz

n
zz

n
n

n

nn

）（
)|(| +∞<z



17

例8. 求函数 的麦克劳林级数。)1ln()( zzf +=

解：
)1|(|)1(

1
1

0
<−=

+ ∑
∞

=

zz
z

n

n

n

)1|(|)1(
1

1
0 00

<−=
+

⇒ ∑ ∫∫
∞

=

zdzzdz
z n

z
nn

z

)1|(|
1

)1()1ln(
0

1

<
+

−=+⇒ ∑
∞

=

+

z
n
zz

n

n
n

间接展开法：已有公式，代数运算，变量替

换，逐项求导，逐项积分等。

例：由例8， ,2zz −→

)1|(|
1

)1ln(
0

22
2 <

+
−=− ∑

∞

=

+

z
n
zz

n

n
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例9. 将 在 处展开成台劳级数。1
)(

+
=

z
zzf 10 =z

解：
2)1(

11
1

11
1

)(
+−

−=
+

−=
+

=
zzz

zzf

).2|1(|,
2

)1()1(
2
11

0

<−
−

−−= ∑
∞

=

zz
n

n

n

n

2/)1(1
1

2
11

−+
−=

z
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思考题9. 用待定系数法将 展开成麦克

林级数。

ztan

解：设 )
2

|(|,
cos
sintan 10

π
<++++== zzazaa

z
zz n

n 

比较系数： ,
15
2,

3
1,1,0 531420 ====== aaaaaa

).
2

|(|
15
2

3
tan 5

3 π
<+++=∴ zzzzz 

++−
!5!3

53 zzz

⋅++−= ）（ 
!4!2

1
42 zz )( 10  ++++ n

n zazaa

则
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第4.3节 解析函数零点的孤立性及

唯一性定理

定义1. 若 ，称 为 的零点。0z )(zf0)( 0 =zf

定义2. 若 ，且

称 为 的孤立零点。

0)( 0 =zf },{\),(0)( 00 zzDzzf δ∈∀≠ ，

0z )(zf

定义3. 若解析函数 可表示为

其中 在 点解析，且 称 为

的 级零点。（当 时,称 为单零点）

),()()()( 00 δψ zDzzzzzf m ∈−= ，

)(zf

)(zψ 0z ,1,0)( 0 ≥≠ mzψ 0z
)(zf m 1=m 0z
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定理4.3.1 设 在区域 内解析， 两两不

同， ，则)(,0)( 0 ∞→∈→= nDzzzf nn

}{ nz)(zf D

.0)( Dinzf ≡

证：存在 使 。由台劳定理

),()()( 0
0

0 rzDzzzCzf
n

n
n ∈−=∑

∞

=

，

DrzD ⊂),( 00>r

先证 （反证）若不然，存在

某 使 ， 即有

).,2,1,0(0 == nCn

0≥k 0,0110 ≠==== − kk CCCC 

∑
∞

=

−=
kn

n
n zzCzf )()( 0

),()(])([)( 0010 zzzzzCCzz k
kk

k ψ−=+−+−= + 

其中 ，由连续性，在某 中，

， 仅有 一个零点，与假设矛盾。

0)( 0 ≠= kCzψ

0)( ≠zψ
),( 0 δzD

)(zf 0z
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).,(0)( 0 rzDzzf ∈≡∴ ，

对任意 存在 内连接 的折线 ，

及 上的点 使

，Dz ∈′ D 0zz ，′

Γ

Γ 0>δ

zsssz m ′== ,,, 100 

)0(.),(,),( 1 mjsDsDsD jjj ≤≤∈⊂ + δδ 且

因此， 即证得.0)( =′zf .0)( Dinzf ≡

),(),(0)( 10 δδ sDzDzzf ∩∈≡ ，

依次类推，得).,(0)( 1 δsDzzf ∈≡ ，

)0),(0)( mjsDzzf j ≤≤∈≡ （， δ

因为 ，由上讨论知：
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推论1. 不恒为零的解析函数的零点必是孤立的。

注：实函数不具有此性质。例如下列函数处处可导

)(01
∞→→= n

n
xn π

都是其零点。 非孤立零点。0=x

推论2.设 在区域 内解析， 两两不

同， ，则

)()( zgzf ， D }{ nz
)(),()( 0 ∞→∈→= nDzzzgzf nnn

.)()( Dinzgzf ≡

（解析函数的唯一性定理）

=)(xf
0,1sin2 ≠x

x
x

.0,0 =x
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注：由推论2知，两解析函数在区域 内一

部分上（如实数区间）相等，则他们恒等。

D

如： 两边都是解析函数，且

等式在实轴上成立，由推论2，它在整个复平

面成立。

1cossin 22 =+ zz
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定理4.3.2    为解析函数 的 级零点的充要

条件是：

0z )(zf m

.0)(,0)()()( 0
)(

0
)1(

00 ≠===′= − zfzfzfzf mm

证：必要性，由台劳公式，

)()()( 0 zzzzf mψ−=

))(
!

)())(()(() 0
0

)(

0000  +−++−′+−= n
n

m zz
n

zzzzzzz ψψψ（

,0)()()( 0
)1(

00 ===′=⇒ − zfzfzf m

.0)(!)( 00
)( ≠= zmzf m ψ
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充分性 由台劳公式

m
m

zz
m

zfzf )(
!

)()( 0
0

)(

−= +−
+

+ +
+

1
0

0
)1(

)(
)!1(

)( m
m

zz
m

zf

!
)([)( 0

)(

0 m
zfzz

m
m−= ])(

)!1(
)(

0
0

)1(

+−
+

+
+

zz
m

zf m

)()( 0 zzz mψ−=
记

)(0)( 0 zz ψψ ，≠其中 解析。结论成立。
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例10 讨论 在原点 的性质。zzf cos1)( −= 0=z

解：因为

01|cos)0(,0|sin)0(,0)0( 00 ≠==′′==′= == zz zfzff

zzf cos1)( −=

)
)!2(

)1(
!4!2

1(1
242

 +−+++−−=
n

zzz n
n

)
)!2(

)1(
!4!2

1(
222

2  +−++−=
−

n
zzz

n
n

或

所以 为 的二级零点。)(zf0=z
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第4.4节 罗朗级数

问题：若 在 内解析， 是孤立奇点，

那么 在此去心邻域内是否可展开成幂级数？

)(zf δ<−< ||0 0zz 0z

)(zf

1.双边级数的收敛性

双边级数： ∑
+∞

−∞=

−
n

n
n zzC )( 0

1
010 )()( −

−
−

− −++−+= zzCzzC n
n 

 +−++−++ n
n zzCzzCC )()( 0010

(负幂部分)

(正幂部分)
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令 ，则负幂部分

1
010 )()( −

−
−

− −++−+ zzCzzC n
n 

1
0 )( −−= zzζ

ζζ 1−− +++= CC n
n 

设其收敛圆为 ，即R<||ζ

再设正幂级数的收敛圆为

.1|| 10 R
R

zz =>−

.20 || Rzz <−

综上， 双边级数收敛的充要条件是

且收敛域为圆环

和函数在圆环内解析，可逐项求导，逐项积分。

21 RR <

).(||)0( 201 +∞≤<−<≤ RzzR
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反之，在圆环内解析的函数是否可以展开成双边级数？

是！即有

2.罗朗定理

定理（罗朗定理） 设 在圆环

内解析，则 在此环内可展开成罗朗级数

,)()( 0∑
+∞

−∞=

−=
n

n
n zzCzf

201 || RzzR <−<

）（ 201 || RzzR <−<

)(zf

)(zf

其中： ),2,1,0(,
)(
)(

2
1

1
0

±±=
−

= ∫ + ndz
zz
zf

i
C

RC
nn π

逆时针，且展开式唯一。),(||: 210 RRRzzCR ∈=−
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证：如右图作 ，由柯西积分公式1Γ 2Γ

ζ
ζ
ζ

π
d

z
f

i
zf ∫

−Γ+Γ
−

=
12

)(
2
1)(

ζ
ζ
ζ

π
d

z
f

i ∫Γ −
=

2

)(
2
1 )1()(

2
1

1

ζ
ζ
ζ

π
d

z
f

i ∫
Γ

−
+

由台劳定理证明可知： ζ
ζ
ζ

π
d

z
f

i ∫Γ −
2

)(
2
1

)2(,)(
0

0∑
+∞

=

−=
n

n
n zzC

),2,1,0(,
)(
)(

2
1

2

1
0

=
−

= ∫
Γ

+ nd
z

f
i

C nn ζ
ζ

ζ
π

.(,
)(
)(

2
1

1
0

形变原理）ζ
ζ

ζ
π

d
z

f
i

RC
n∫ +−

=
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1Γ∈ζ对任一 有

∑
+∞

=

−

−
−

=

−
−

−
⋅

−
=

−−−
=

− 1 0

1
0

0

0000 )(
)(

1

11
)()(

11
n

n

n

zz
z

zz
zzzzzzz

ζ
ζζζ

ζ
ζ
ζ

π
d

z
f

i ∫
Γ

−
∴

1

)(
2
1

ζζζ
π

dzf
izz

n

n
n ∫∑

Γ

−
+∞

=

−⋅
−

=
1

1
0

1 0

))((
2
1

)(
1

nn

n
zzdzf

i
)())((

2
1

0
1

0
1 1

−⋅−= ∫∑
Γ

−−
−∞

−=

ζζζ
π

)3(,)(
1

0∑
−∞

−=

−=
n

n
n zzC

将(2)(3)代入（1）, 定理证毕。
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注1. 如果 在圆 解析，则)(zf
20 || Rzz <−

=
−

= ∫ + dz
zz
zf

i
C

RC
nn 1

0 )(
)(

2
1
π

;1,0 时当 −≤n

.0,
!

)( 0
)(

时当 ≥n
n

zf n

罗朗定理 台劳定理⇒

注2.   用积分公式难以求出，常用麦克劳林

公式间接展开（代数运算，变量替换，逐项求

导，逐项积分等）。

nC

注3. 不同环域，展开式一般不一样。去心邻域

为特殊环。
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例11. 将函数 在下列环域中罗朗展开。
)2)(1(

1)(
−−

=
zz

zf

(1)   }.2||1{ << z

解： 罗朗级数形式为,00 =z ,∑
+∞

−∞=n

n
n zC

1
1

2
1)(

−
−

−
=∴

zz
zf

z
zz 11

11

2
1

1
2
1

−
−

−
−=

∑∑
∞

=

∞

=

−−=
00

11
22

1
n

n
n

n

n

zz
z

∑∑
∞

=
+

∞

=
+ −−=

0
1

0
1

1
2 n

n
n

n

n

z
z }.2||1{ << z

（注意： ）1|1|,1|
2

| <<
z

z
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(2) (                    ) }.||2{ +∞<< z ,00 =z

1
1

2
1)(

−
−

−
=∴

zz
zf

z
z

z
z 11

11
21

11

−
−

−
=

1|1|,1|2| <<
zz

∑∑
∞

=

∞

=

−=
00

1121
n

n
n

n

n

zzzz ∑
∞

=
+

−
=

0
1

12
n

n

n

z

(3) }.1|1-z|0{ << ）（ 10 =z

1
1

2
1)(

−
−

−
=∴

zz
zf

1
1

2
1

−
−

−
=

zz

1
1

1)1(
1

−
−

−−
=

zz ,
1

1)1(
0 −

−−−= ∑
∞

= z
z

n

n }.1|1-z|0{ <<

思考： 在 中如何展开？2)2)(1(
1)(
−−

=
zz

zf }1|1-z|0{ <<
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例13. 在 的去心邻域将 展开成罗朗

级数。

1=z 1
1

)( −= zezf

解：令 （变量替换）1
1
−

=
z

ζ

)|(|,
!0

∞<=∑
∞

=

ζζζ

n

n

n
e

).|1|0(,
)1(!

1
0

1
1

+∞<−<
−

=∴ ∑
∞

=

− z
zn

e
n

n
z

1
11

1)( −
+

− == zz
z

eezf

).|1|0(,
)1(!

1
0

+∞<−<
−

= ∑
∞

=

z
zn

e
n

n

类似
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复变函数与拉普拉斯变换

第五章  留数



2

第5.1节  孤立奇点的分类及其性质







n

n
n zzCzf )()( 0

 ||0 0zz

0z )(zf

)(zf

）（  ||0 0zz

),2,1(0  nCn 0z )(zf






 






0

0
0

1

0

)(
)(

)(
n

n
nm

m zzC
zz

C
zz

Czf 

,0mC 0z )(zf m 1m

 。0z )(zf
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例1：      是      的可去奇点，因为  00 z
z

ez 1

).||0(
!!2

11 1


 

z
n
zz

z
e nz



例2.            是                的单极点。

因为

21 10  zz ，
)2)(1(

1)(



zz

zf

).1|1|0()1(
1

1
)2)(1(

1
0





 





zz
zzz n

n

例3.      是            的本性奇点，因为       00 z
z

zf 1sin)( 

).||0(
)!12(
)1(

!5
1

!3
111sin 1253 




  z
znzzzz n

n





4

0z )(zf

 0z

    0z)(zf

)(lim
0

zf
zz



.0)()(lim 0
0




zfzz
zz
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证：(1)   (3)   (2)   (4) 易证，略。下面证 

(4)  (1):

  



).1())((
2
1 1

0  
  ndzf

i
C n

C
n

r




由(4),               ，当               时]1,0(,0  r }|||{ 0 rzzzCz r 

.
||

|)(|
0 rzz

zf 





|||||)(|
2
1|| 1

0 


dzfC n

C
n

r


  

).1(2
2
1 1   nrr

r
n 



由     任意性，                       所以      是可去奇点。 ).1(0  nC n 0z
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，mzz
zzf

)(
)()(

0



0z )(zf

0z

m

)(z .0)( 0 z






 






0

0
0

1

0

)(
)(

)(
n

n
nm

m zzC
zz

C
zz

Czf 

0z )(zf m

])()([
)(

1
0

0
1

01
0







 




n

mn
n

m
mm zzCzzCC

zz


)(
)(

1

0

z
zz m

记

,0)( 0  mCz显然                        ，且        在     解析。)(z 0z
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)(zf

)(
1
zf

0z

0z

m

m


0z )(zf .)(lim

0




zf
zz

证：                是             的零点 0z )(zf  0z )(/1 zf

 0
)(

1lim
0


 zfzz

 .)(lim
0




zf
zz

除极点外无其它奇点的函数称为亚纯函数。由定理

5.1.1和5.1.3，得

 .)(lim
0




不存在，且zf
zz

0z )(zf



8

)(
)()(
zg
zhzf  0z gh, nm,

nm  0z

nm 

)(zf

mn

例5              ，    一级极点，    二级极点。 2)1(
12)(





zz
zzf 0z 1z

0z )(zf

常用如下判别法



9

例7  求              的孤立奇点，并分类。 ze
zf z

1
1

1)( 




解：                                        

易见          是         分子和分母的二级零点，所以 

           是的可去奇点；

是分母的一级零点，不是分子的零点，所以它

是一级极点。

)1(
11

1
1)(







 z

z

z ez
ez

ze
zf

0z

),2,1(2  kikz 
)(zf

0z
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例8  证明     是函数               

的本性奇点。

0z 为整数）nezzf zn ()(
1



证一：                                                            

有无穷个负幂项， 所以            是本性奇点。

).||0(,
!

1)(
0

 



 zz

k
zzf k

k

n

0z

证二： 因为   


zn

xz
ez

1

0
lim ;lim

1

0




xn

x
ex




zn

xz
ez

1

0
lim .0lim

1

0




xn

x
ex

所以，       不存在，也不是    由定理5.1.4

知，    是本性奇点。       

zn

z
ez

1

0
lim


.
0z
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定义  设  是    的孤立奇点，   在                    

及          （逆时针）上解析，则称如下数值

为    在  处的留数  

0z

0z

)(zf )(zf

)(zf

 ||0 0zz

  ||: 0zzC

 


 C

zzfsdzzf
i

]);([Re)(
2
1

0

记

（或                    ）)(Re 0zfs

注：由罗朗定理，               为罗朗展开式中            项
的系数     ，且根据形变原理，它与    无关。

)(Re 0zfs 0

1
zz 

1C 

0z
C
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定理 (留数定理 )  设函数    在区域  内除有限个

奇点          外解析， 是  内把奇点都包围的闭

路，逆时针，则

)(zf D

nzzz ,,, 21  C D

].);([Re2)(
1

k
C

n

k
zzfsidzzf 



 

证：由柯西积分定理及留数定义 ，知

  



C

n

k Ck

dzzfdzzf
1

)()(

].);([Re2
1

k

n

k
zzfsi



 

其中：                        如右图闭

曲线，逆时针。

),,2,1( nkCk 
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定理 5.2.2   函数    在可去奇点   处的留数为零 

（      ）。

)(zf 0z
01 C

本性奇点，一般用罗朗展开求       。下面讨论极点

处的留数计算。          
1C

定理 5.2.3  设  是    的       级极点，则

.)]()[(lim
)!1(

1)(Re )1(
00

0







 mm

zz
zfzz

m
zfs

0z )(zf )1( mm

特：当         时，  1m ).()(lim)(Re 00
0

zfzzzfs
zz




注： P83, 16题，可用留数定理证明。
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证：当                       时






 






0

0
0

1

0

)(
)(

)(
n

n
nm

m zzC
zz

C
zz

Czf 

 ||0 0zz

1
01010 )()()()( 

  m
mm

m zzCzzCCzfzz 







0

0 )(
n

mn
n zzC

.)!1()]()[(lim 1
)1(

0
0





 Cmzfzz mm

zz

.)]()[(lim
)!1(

1)(Re )1(
010

0



 


 mm

zz
zfzz

m
Czfs

 推论 1： 设           ，    在  点解析，      

 则
).(

)!1(
1]

)(
)([Re 0

)1(
0

0

z
m

z
zz
zs m

m








；

mzz
zzf

)(
)()(

0



0z)(z 0)( 0 z



15

推论2  设          ，   在  解析 ,                     

                 为    的单极点，则                                         
)(
)()(
zQ
zPzf  QP, 0z ,0)( 0 zP

,0)(,0)( 00  zQzQ 0z )(zf

.
)(
)(];

)(
)([Re

0

0
0 zQ

zPz
zQ
zPs




证： ]
)(
)()[(lim];

)(
)([Re 00

0 zQ
zPzzz

zQ
zPs

zz




).(
)(

)()(
)(lim

0

0

0

00 zQ
zP

zz
zQzQ

zP
zz 
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推论3. 设  是    的  级零点，   的    级零点，

 则   是          的单极点， 且

0z )(zg )(zh

0z
k 1k

)(
)()(
zh
zgzf 

.
)(
)()1(];

)(
)([Re

0
)1(

0
)(

0 zh
zgkz

zh
zgs k

k



证：
)(
)()(lim];

)(
)([Re 00

0 zh
zgzzz

zh
zgs

zz




))(())((
)!1(

1

))(())((
!

1

)(lim
1

0
1

00
1(

000
)(

0
0 







kkk

kkk

zz
zzozzzh

k

zzozzzg
kzz

）

.
)(
)()1(

0
)1(

0
)(

zh
zgk k

k
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定理 5.2.4  设         在   解析，                          

                       ，  是     的二级极点， 

则          
.

)(3
)()(2

)(
)(2];

)(
)([Re 2

0

00

0

0
0 zh

zhzg
zh
zgz

zh
zgs










)(),( zhzg 0z ,0)( 0 zg

,0)()( 00  zhzh 0)( 0  zh 0z )(
)(
zh
zg

证：

















3
0

02
0

0

2
0

0
000

)(
!3

)()(
!2

)(

)(
!2

)())(()(

)(
)(

zzzhzzzh

zzzgzzzgzg

zh
zg

 



 0

1
01

2
02 )()( CzzCzzC

!2
)(

!3
)()(,

!2
)()( 0

1
0

20
0

20
zhCzhCzgzhCzg








 

.
)(3

)()(2
)(
)(2 2

0

00

0

0
1 zh

zhzg
zh
zgC
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例14. 求             在孤立奇点处的留数。z
zzf
cos1

)(




解：                                            是分母的二级零点),2,1,0(2  kkzk 

所以                                           是        的二级极点，

          是        的一级极点。

),2,1(2  kkzk 

00 z

)(zf

)(zf

.2

2
sin2

lim
cos1

lim]0;
cos1

[Re
2

2

0

2

0





  z
z

z
z

z
zs

zz

(注：也可用推论3 或     的麦克劳林展开计算极限)zcos

).0(2
1

02
3
2

1
12]2;

cos1
[Re 





kkk

z
zs 

由定理 5.2.4（用定理5.2.3也可，计算较复杂）
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例 15. 求函数             在奇点处的留数。53
1)(
zz

zf




解:       是单级点，由推论2 1z

.
2
1|

)(
1]1;1[Re 15353 




 zzzzz
s

           是3级极点，由定理5.2.3 

.1]1[lim
2
1]0;1[Re 53

3

053 



  zz

z
zz

s
z

0z

或由罗朗展开求        也可求得： 

)1(1
1

111)( 42
32353 





 zz

zzzzz
zf

1C

)1||0(  z
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例18  求函数           奇点处留数。z
z
ezf

1

)(




解：          是          的本性奇点，              0z )(zf

)
)!1(!2

1()(
121

 





n
zzzezf
n

z
z

)
!
1

!2
111( 2   nznzz

)||0(  z

1

1

]0;[Re 


 Ces z

z

.
!)!1(

1
!3!2

1
2
11  




nn！
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例19  计算积分                     .
)1(

sin

1||
3dze
zz

z
z

 

解：在            ，被积函数只有            一个一级极点，

所以 

0z1|| z

]0;
)1(

sin[Re2
)1(

sin
3

1||
3 z

z
z e

zzsidz
e
zz









3

2

0 )1(
sinlim2 zz e

zzi







.2)1(2
)

!2
(

)
!3

(
lim2

3
2

3
2

0
ii

zz

zzz
i
z

 










思考：积分曲线若改为                     ，情况如何？7||6||  zz ，
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例 21 计算积分   .
)9(2||

22 dz
zz
eI

z

z


 



解： .)
9

(
9
1

2||
22 dz
z
e

z
eI

z

zz


 



第二项在           上解析，由柯西积分定理知其积

分为零，所以

2|| z

.
9

2|)(
9

2]0;[Re
9

2
9
1

02
2||

2
iei

z
esidz

z
eI z

z
z

z

z 
 




注：此题也可用柯西积分公式，而例19不可。

4|| z
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例：若          是偶函数           的孤立奇点，证明  0z )(zf

.0]0);([Re zfs

证： )||0()(  




zzCzf n

n
n

n

n
n zCzf )()(  





)||0()1)1((
2
1)(  





zzCzf n

n
n

n

即  ).21,0(012 ，， kC k

.0]0);([Re 1  Czfs
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C

设          在区域                          上解析 ，       

则

)(zf RzzDR  ||: 0 RDC 

)|(|,)()( 00 RzzzzCzf n

n
n  





.2)()( 1
||

0

0








  iCdzzzCdzzf
Rzz

n

n
n

C



C0z
R

 kz
).(0  kzzk奇点
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2

0

)sin,(cos dR

定理 5.3.1  设            是          的

有理函数，且在      上连续，则

}1|z|)({2)sin,(cos
2

0

内极点的留数在  zfidR 


其中   ).
2

1,
2

1(1)(
22

zi
z

z
zR

iz
zf 


)sin,(cos R  sin,cos
]2,0[ 
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证：令                                     则           逆时针，且                                       ).20(   ：iez

z
zzzee ii

2
1

22
cos

21 








 



zi
z

i
zz

i
ee ii

2
1

22
sin

21 








 



1|| z

iz
dzddiedz i  

dz
zi

z
z

zR
iz

dR
z

)
2

1,
2

1(1)sin,(cos
22

1||

2

0


 







}.1|z|)({2)(
1||

内极点的留数在 


zfidzzf
z
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例25  计算积分             的值。 







0 cos2
dI

解： 
 




 

cos22

1 dI


 







1||
2

1||
2 14

11

2
1z2

1
2
1

zz

dz
zziiz

dz

z

被积函数在           内仅有单极点                       ，所以1|| z 320 z

]32;
14

1[Re21
2 




zz
si

i
I 

.
3

|
14

12 32z2

 



）（ zz
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dxxf )(

定理 5.3.2  设     在复平面  上除有限个奇点外

均解析，奇点不在实轴上。如果果            使当              

      时，有下式成立   

})({2)( 奇点的留数在上半平面 




zfidxxf 

}.)({2)( 奇点的留数在下半平面 




zfidxxf 或

)(zf
0,0  RM

Rz ||

)1,
||

(
||

|)(| 2  z
M

z
Mzf 更一般

则

C
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证：如图作闭路                          ，

    充分大，使奇点都在      内。

由留数定理，得

})({2 奇点的留数在上半平面 zfi

  
 


r rC

r

r

dzzfdxxfdzzf .)()()(

令     







r

r

dxxfdxxf .)()(

.0|)(|||)(|  


r
r
Mdszfdzzf

rr


且

结论得证（若     取下半圆，   逆时针）。

r

rr rrC  ],[

r rC

rCr
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例27. 计算积分  .
1

1

0
4




 dx

x
I

解：                       在上半平面有单极点 1
1)( 4 


z

zf ., 4
3

4
ii

ee


dx
x

dx
x

I 












1
1

2
1

1
1

4
0

4




 ];
1

1[(Re2
2
1 4

4

i
e

z
si



 ]);
1

1[Re 4
3

4

i
e

z
s






i

e
i

4
3

4

1(  )
4

1

4
9 i
e



.
4
2)11(

2
1

4


 iii
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dxxfe xi )( ).0( 

定理 5.3.3  设    在复平面  上除有限个奇点外均解析，

奇点不在实轴上。如果            ，使当       时，

有下式成立   

)(zf

0,0  RM Rz ||

)1,
||

(
||

|)(| 1   z
M

z
Mzf 更一般

. })({2 奇点的留数在上半平面 ziezfi 






 dxxfeI xi )( )0( 

(注:                                                                        )




 dxxxfI cos)()Re( 




 dxxxfI sin)()Im(

C

则
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证：类似 定理5.3.2的证明

})({2 奇点的留数在上半平面 ziezfi 

.)()( dzezfdxexf
r

r

zixi

r

 
 

 

|)(||)(|
0

)sin(cos 


 drieerefdzezf iiriizi

r

 








 der
r
M r 

0

sin 


 deM r 
2/

0

sin2






deM

r





2/

0

2

2 ).(0)1(   re
r

M r




结论成立。（注：也可用约当引理证，见书P148）
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 例28  计算积分    ).0(cos
22 






adx
ax
x

解： 


 
 dx

ax
eI
ix

22

.
2

2];[Re2 22
a

aiz

e
aai

eiai
az

esi 








.)Re(cos
22

ae
a

Idx
ax
x 








 


注：此题不能用定理5.3.2，因     无界，定

理的增长阶不等式不成立。

zcos
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1

复变函数与拉普拉斯变换

第六章 保角映射



2

        

    设函数       在区域   内解析，                     

考察      的几何意义。下面分别考虑                 

和        的几何意义。          

)(zfw  D Dzzf  00 0)( ，

)( 0zf  |)(| 0zf 

)( 0zfArg 



3

如图6-1，映射        ：              )(zfw  wwzzwz  0000 ,

||
||||lim|)(|

00 z
w

z
wzf

z 









|||)(||| 0 zzfw 即                                （当        很小时）|| z

所以映射                 将     处很小的线段伸缩了   

倍，称                 为映射                在      处的伸缩率。

)(zfw  0z |)(| 0zf 

|)(| 0zf  )(zfw  0z



4

如图6-2，过   作曲线    ，其象

          ，则 

0z 21,CC
21, 

10 )( CzzN  .zArgwArg
z
wArg 



令                得 ,MN 110 )(   zfArg 101 )(   zfArg

表明     在     处切线旋转                  后与象的切线平行，

称                为               在    处的旋转角。

1C M )( 0zfArg 

)( 0zfArg  )(zfw  0z

220 )(   zfArg同理， 1212  

说明：经过映射后，曲线间夹角的大小方向不变（保

角性）。



5

定义 6.1.1  设    是区域  到区域  的双射，且

在  内每一点有保角性质，则称    是  到  的保

角映射（共形映射）。若    在  内任一点的某邻

域是保角的，则称     在  内是局部保角映射。

（         ）       

)(zf

)(zf

D G

D D G

)(zf D

)(zf D
0)(  zf

保角映射的逆映射及复合映射仍是保角映射。



6

GD，

],,(,, 00   GwDz

D G )(zfw 

.)(arg)( 000  zfzfw ，

C

，

DD ， D D )(zfw 

D D 
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例 1 区域                                                                

在      映射下的象区域是什么？

}0Im,0Re,1)Im()Re(:{  zzzzzA
2zw 

解一：记 ., ivuwiyxz 

xyvyxuiyxivu 2,)( 222 

.2)0,0(1  vyxxy w    的边界 A
iAi w 822 

由边界对应原理，   的象区域是 A }.2Im:{  wwB
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例 1 区域                                                                

在      映射下的象区域是什么？

}0Im,0Re,1)Im()Re(:{  zzzzzA
2zw 

解二：记 ., ivuwiyxz 
}0,0,1:{  yxxyiyxA

22,)( 222  xyvyxuiyxivu

}.2:{  vivuBA w
所以 （坐标变换法）



9

bazw  ba ,0

,0 aw w 保角映射。 记                 则   irea 

bzrew i  
可分解为如下三映射的复合：

（1）        （旋转映射）  zew i1

（2）        （相似映射)12 rww 

（3）        （平移映射）bww  2

o x

y

z
1w

2w w
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z
w 1


)0(01
2  z
z

w 映射除原点外处处保角。

共线，

且

P

RzC ||: PPO ，,
.|||| 2RPOOP 

P
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z
w 1
 由            合成。

     是  关于单位圆周的对称点；

是  关于实轴的对称点，见图6-9。

11 ,1 ww
z

w 

w

1w

1w

z

规定： 

z

w 1

0

倒数映射是扩充复平面到扩充复平面间

的一对一映射。          
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倒数映射     的保圆性z
w 1


ivuwiyxz  ,

ivu
iyx




1
记

., 2222 vu
vy

vu
ux







易见，         把 Z 平面上的正交直线网                 

                映射成 W 平面上的正交圆族（图6-10）
z

w 1
 ；01 Cx

02 Cy

;0)( 22
1  uvuC .0)( 22

2  vvuC

其逆也成立。
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倒数映射     映广义圆（直线或圆）为广义圆:
z

w 1


.0)( 22  ACvBuvuD

直线）（当 ,00)( 22  ADCyBxyxA

w

结合几何意义，           还具有保对称性：

把广义圆周的对称点映为其象的对称点。
z

w 1


上面性质称为保圆性。
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)2( 整数 nzw n

.0,01   znzw n

幂函数映射有局部保角性。

   

).1,2,1(
21




nkerzw
i

n
k

nn 


固定  ，一对一的映射；    的单值分支

称为    的主支。n z

0kk
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记                           ，则     ii ewrez  , .,  nr n 

幂映射              有如下 ： nzw 

 圆                      圆                wrz 0|| nrw 0|| 

射线                       射线    w
0 0 n

 角域  }20,0:),{( 0 n
rrD  

w
角域 }.0,0:),{( 0 nD 

例：
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zew 

全平面保角的。0 zew

记                                     则 iewiyxz  ,

., yeee xiiyx   

直线                     圆周       wxx 0
0|| xew 

 wyy 0 射线 .0y
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水平带域   }2Im0|{   zzD

特别 }Im|{   zz w }.arg|{   ww

w }arg0|{  wwD 角域

., yeee xiiyx   zew 
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垂直带域 }Re|{ 21 xzxzD 

}|||{ 21 xx ewewD w 圆环

指数函数的反函数为对数函数

),2,1,0()2(arg||ln  kkzizLnzw 

0k 主支                                        一对一的映射。zizzw arg||lnln 

., yeee xiiyx   zew 
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例2 在映射          下，带域                           

映射成什么区域？

)( az
ab
i

ew





}Re:{ bzazD 

解：分解映射
)( az

ab
i

ew





azw 1 }Re0:{ 111
1 abwwDD w 

12 w
ab

w





23 iww 
3wew

}Re0:{ 222
2  wwDw

}Im0:{ 333
3  wwDw

}0Im:{  wwDw
上半平面。

平移

伸缩

旋转

指数映射
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)0( 



 bcad
dcz
bazw

当                    时， 整线性映射；

当                                时， 倒数映射。

0,0  dc

0,1  dabc

分式线性映射的逆映射也是分式线性映射，且

,0
)( 2 




dcz
bcadw

c
a

c
d ww  ,

   是扩充复平面到扩充复平面上的双向保角映射w
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dczc
adbc

c
a

dcz
bazw











1

分解：

dczw 1

1
2

1
w

w 

2wc
adbc

c
aw 


整线性映射

整线性映射

倒数映射

w     保圆性：广义圆（直线或圆）        广义圆
（若有一点映为     ，象为直线或射线）

保对称性：关于广义圆   的对称点

 广义圆               的对称点



)( w
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)0( 



 bcad
dcz
bazw

仅有三个独立常数。不妨设                 ，则0,0  ca










  z

zk

c
dz
a
bz

c
aw

记

给定三对点的对应，可唯一确定

也可用以下定理求出分式线性映射。

.,, k
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定理 6.3.1  设        在Z平面上，             

在W平面上，则存在唯一的分式线性映射， 将

       依次映为        。

321 ,, zzz 321 ,, www

321 ,, zzz 321 ,, www

解：设   )0( 



 bcad
dcz
bazw )3,2,1( 




 k
dcz
bazw

k

k
k

)2,1(
))((
))((





 k
dczdcz
bcadzzww

k

k
k

)2,1(
))((
))((

3

3
3 




 k
dczdcz
bcadzzww

k

k
k

由上两式得：
.

13

23

2

1

13

23

2

1

zz
zz

zz
zz

ww
ww

ww
ww
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13

23

2

1

13

23

2

1

zz
zz

zz
zz

ww
ww

ww
ww
















例如：若               则 ,2 z

.
13

1

13

23

2

1

zz
zz

ww
ww

ww
ww











若              则 ,2 w

.
13

23

2

1

13

1

zz
zz

zz
zz

ww
ww













25

 例3  试求将 Z 平面上三点      分别映为

 W平面上三点       的分式线性映射。

ii,,1 

0,11 ，

解一：由定理 6.3.1

.
)31()31(

))(1(
1

1
10
10

1
1

izi
iziw

i
ii

iz
z

w
w




















解二：设  







z
zkw

.0 ii w  由已知                             且

，




1
11 ik 





i
iik1

i
ik

i
i

31
1,

31
31










.
)31/()31(31

1
iiz

iz
i
iw
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例 4 中心分别在       ，半径为   的两圆弧      

围成区域  ，试求在映射       下的象区域       

1,1 z 2 21,CC

D
iz
izw




 .D

解：如图 ，因                                     由保圆性和保角性，           

          的象为过原点的两垂直射线                取                       

，21,,0 CCii 

21,CC ., 21 CC  112 C

象限IIIi
i
iw 








 )1(
22
21

12
1212

1C III象限平分线

由边界对应原理：      

为II象限平分线，  

是以     为边界的角域。

2C 

21,CC 

D
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重点讨论两类问题

1. 给定区域和保角映射，求其象区域。

2. 求一保角映射，把一已知区域映射为一

已知的象区域。

方法：坐标变换分析， 已知的初等映射和

分式线性映射的复合，基本性质及原理的

应用（保角性，保圆性，保对称性，边界

对应原理等）。
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(1) 将上半平面映成单位圆内部的分式线性映射  

0

0

zz
zzew i




  实数）,0(Im 0 z
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证：设映射为                    ，且     映为圆心                    






z
zkw 0z .0w

则       由保对称性，  的对称点   映为            

的对称点   所以      即              由边

界对应原理，当      (实轴）时，象为                 

.0z 0z 0z 0w

. ，0z .
0

0

zz
zzkw






xz  .1|| w

.(1||1
||
||||

0

0 实数）iekk
zx
zxk 
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例5 求把角域                 映为单位圆内

部      的保角映射。

}
4

arg0:{ 
 zzD

1|| w

解：
4

1 zw 

iw
iww





1

1

}0Im:{ 111
1  wwDD w

1||  w

复合得：         （不唯一）。 
iz
izw




 4

4
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例6 求把上半平面映射成单位圆内部，且使

    与          的分式线性映射。 

0)( iw
0)(arg  iw

解：设  .
0

0

zz
zzew i




 

.0)( 0 iziw  .
iz
izew i




 

.
2
1|

)(
2|)()(

)
2

(

2

 

 







i

iz
i

iz
i e

iz
ie

iz
izeiw

.
2

0)(arg   iw .
iz
iziw
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1|| z 1|| w

zz
zzew i

0

0

1


  实数）,1|(| 0 z
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证：设映射                   ，且      映为圆心          。







z
zkw 0z 0w

.0z 

0z由保对称性，   关于          的对称点为       ，

其象为              所以

1|| z 1
0


z

.w .
1

0


 z

).(
1 0

0

0
1

0

0 zkk
zz
zzk

zz

zzkw 






 则

zzzwz  11||,1||1||

).(||
|1|
|1|||||||1

0

0 实数iekk
zz
zzzkw 
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例9 求将上半平面映射为圆域           的分式线性

映射         且满足            

Rww  || 0

),(zfw .0)(,)( 0  ifwif

解： 
iz
izew i




 
1 1||0Im 1

1  wz w

且  .0)(1 iw
01 wRww  .||1|| 01 Rwww w 

复合： 
0Re w

iz
izw i 




  .)( 0wiw 

.
2

|
)(

2Re)(
)

2
(

2

 

 


i

iz
i eR

iz
iiw

.
2

0)(arg0)(   iwif

.0wiz
izRiw 
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例7 试求一保角映射，将区域                            

    映射成                     

}0Im,1||:{  zzzD

}.0Im:{ ww

解：取                                                             （拉直边界）  .
1
1

1 



z
zw .1,01 11  ww

由保圆性，     将直线段         及上半圆周映为原点出

发的两射线。取                               知        的象为负实

轴。由保角性及边界对应原理：上半圆周的象为下半

虚轴，即     将      映为第三象限 ，所以                          

1w AB

.100  ，AB AB

D1w
2

1 )( ww 

.
1
1 2）（





z
z
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例. 求将上半平面映成单位圆内部的分式线性映射，

使得          其中  ,00)( wzw  .1||,0Im 00  wz

解：将Z平面的上半平面和W平面中的单位圆都映

射到W1平面中的单位圆，且分别把      都映射

为原点，即 

00,wz

)(
1 0

0
1

0

0 zww
ww
www

zz
zzei 








（不唯一， 待定）

0z
)(Z

)( 1W

o

0w

)(W
)(zww

ww
www
0

0
1 1




0

0
1 zz

zzew i
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1

复变函数与拉普拉斯变换

第七章 拉普拉斯变换



2

设          是实变量复值函数，称

为         的拉普拉斯变换（或象函数），记为

)(tf

CDsdtetfsF st  




0

,)()(

)(tf

)].([)( tfLsF 

)].([)( 1 sFLtf 

)(tf )(sF

)( 

称        为         的拉普拉斯逆变换（或象原

函数），记为



3

例1 求           的LT, 其中    是单位阶跃函数

   

  是复常数。

)()( tuetf kt )(tu

k

)(tu
0,1 t

0,0 t

解： ).Re()Re(,1|1)]([ 0
)(

0

ks
ks

e
sk

dteetueL tskstktkt 





 




一般    指时间，在不引起混淆时，规定：

即常省略                  

.0,0)(  ttft
).(tu

).(]1[,1][ 1 tuee
ks

L
ks

eL ktktkt 


 

.0)Re(,1]1[)]([  s
s

LtuL特殊







4

  若复值函数    满足：

（1）在     的任意有限区间上分段连续；

（2）             使得 

则       在半平面         上存在且解析。

)(tf

0t

,0,0 0  M
，0,|)(| 0  tMetf t

)]([ tfL 0)Re( s

证：略(见P200)。

0称      为函数        的增长指数。下面例子说明

存在定理中条件是充分条件而不必要。

)(tf



5

例2 求              的 LT.)1()(  attf a

解：若 ,0)Re( s




 dtet sta ||
0




 dtet ta 

0

.)1(1
1

0
1 







 a

ua
a

adueu


类似                                                   在                  

内存在且解析。由上式，当     为实数时，有




 dtet
ds
d sta |)(|

0

。2

)2(



a

a
 )(sF 0)Re( s

s
.)1()( 1


 as

asF

上式左右两式在               上都解析，由解析

函数唯一性，

0)Re( s

.0)Re(,)1(][ 1 


  s
s
atL a

a
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.0)Re(,)1(][ 1 


  s
s
atL a

a

特别：因为                                           有 

.0)Re(),2,1,0(!][ 1   sn
s
ntL n

n ，

   01  a

，!)()1( nnnn  



7

本节总假设LT 存在定理条件满足，且 .)Re( 0s

)]([)]([)]()([ 22112211 tfLktfLktfktfkL 

).()()]()([ 22112211
1 tfktfksFksFkL 

或

证: 由LT 的定义易见，略。
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例3      实数） (][sin tL

.0)Re(,)11(
2
1

22 








 s
sisisi 




类似：  .0)Re(,][cos 22 


 s
s

stL




.||)Re(,][ 22 


 


 s
s

tshL

.||)Re(,][ 22 


 


 s
s
stchL

.0)Re(,22 


 s
s 


证： ][sin tL  ]
2

[
i
eeL

titi  


ks
eL kt




1][
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例5 求 ].
)4)(2(

[1




ss
sL

解：

.2 24 tt ee  

]
)4)(2(

[1




ss
sL

]
2

1
4

2[1





 

ss
L
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若                        则              有                                                               ),()]([ sFtfL  ,00  t

)()]([ 0
0 sFettfL st

).()()]([ 00
1 0 ttuttfsFeL st 

证：  )]([ 0ttfL 



0

0)( dtettf st 



0

)( 0
t

stdtettf





0

)( 0
t

stdtettf 



0

)( 0)( dueuf tus ).(0 sFe st

例： ,)]2([
2

s
etuL

s



若在此省略

则易混淆截断点。

),( 0ttu 

1. 时移性质 

或

).1()1sin(]
1

[ 2
1 




 tut
s
eL

s
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例：设        以   为周期，求            )(tf T )].([ tfL

解：记    )(1 tf
Tttf 0),(

.,0 其它

 
T

stdtetfsFtfL
0

11 .)()()]([

  )2()()()( 11 TtfTtftftf

  )()()()]([ 1
2

11 sFesFesFtfL TssT

当               时，               所以   0)Re( s .1|| Tse

Tse
sFtfL 


1

)()]([ 1 .
1

)(
0

Ts

T
st

e

dtetf
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2. 频移性质

若                          则          有  ),()]([ sFtfL  ,0s ).()]([ 0
0 ssFtfeL ts 

证： ).()()]([ 0
0

00 ssFdtetfetfeL sttsts  




例 9. 设      则   ,1

，1)(
)1(][ 






 





s
etL t

）（ 1
)1(][ 


 

 
s

tL

，22)(
]sin[







s
teL t

.
)(

]cos[ 22 







s
steL t
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1. 象原函数的微分性质

若              且    也是象原函数，则),()]([ sFtfL  )(tf 

).0()()]([  fssFtfL

证：  )]([ tfL 



0

)( dtetf st




 
0

0 ))((|)( dtestfetf stst

.0)Re()0()(   sfssF ，

推论： ).0()0()0()()]([ )1(21)(   nnnnn ffsfssFstfL 

证：用归纳法易证，略。



14

2. 象函数的微分性质

若                            则 ),()]([ sFtfL 
.2,1,0),()]()[( )(  nsFtftL nn





0

)()( dtetf
ds
dsF st

)].()[())((
0

tftLdtettf st  




归纳可推得结论。

例10   ]sin[ ttL  ][sin  tL 

.
)(

2)( 22222 











s
s

s

证：
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1. 象原函数的积分性质

若              则      ),()]([ sFtfL  ).(1])([
0

sF
s

dfL
t

 

证：记                               用微分性质，有 
t

dftg
0

,)()( 

)]([)0()]([)]([)]([)( tgsLgtgsLtgLtfLsF  

).(1)]([ sF
s

tgL 

推论： ).(1])([
0 0 0

sF
s

dttfdtdtL n

n

t t t
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2. 象函数的积分性质                                                   

若                   收敛，则       存在，且 ),()]([ sFtfL  


s

dssF )( ])([
t
tfL

,)(])([ 



s

dssF
t
tfL

0)Re( s 0 )(tf

证：记                            则    ),(])([ sG
t
tfL 

 )()]([)( sFtfLsG .)()( 



s

dssFsG

例11  



s

t

dstL
st

tL
s

dt
t
tL ][sin1]sin[1]sin[

0

).arctan
2

(1
1

11
2 s

s
ds

ss s




 
 

其中积分路径位于        内， 为    的增长指数。 
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设                                     的奇点在                 内，则   ),()]([ sFtfL 

),(lim)0( ssFf
s 

  ).(lim)(
0

ssFf
s



证：由微分性质，

在上式中，分别令                        可得结果。    

).0()()]([)(
0




  fssFtfLdtetf st

0,  ss

例12  若                 ，求                       

解：

）0(1)]([ 


 a
as

tfL ).(),0( ff

,1lim)0( 



 as

sf
s

.0lim)(
0





 as

sf
s

注：由                    也可解。
atetf )(

)(ssF 0)Re( s
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卷积定义：称如下积分为                    的卷积，记)(),( 21 tftf

.)()()()( 2121  dtfftftf  




卷积   满足结合律，交换律，对加法的分配率。

在LT中，              所以


，0,0)(  ttf

.)()()()( 2
0

121  dtfftftf
t

 

例 13       dttt
t

)sin(sin
0

 

.sin|)sin( 0 tttt t  
 
t

t dtt
0

0 )cos(|)cos( 
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卷积定理： 设                                                   则

                                           

),()]([ sFtfL  ),()]([ sGtgL 

)()()]()([ sGsFtgtfL 

).()()]()([1 tgtfsGsFL 

证: 由LT, 卷积定义及重积分交换积分次序

可证，略。

或
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例15  若                     求  ,
)134(

1)]([ 22 


ss
tfL ).(tf

解： ]
3)2(

3[]
3)2(

3[
9
1)( 22

1
22

1





 

s
L

s
Ltf

)3sin()3sin(
9
1 22 tete tt  

  dtee
t

t )(3sin3sin
9
1

0

)(22   

 dte tt

)(3sin3sin
9 0

2

 


 dtte tt

]3cos)36[cos(
2
1

9 0

2

 


).3cos33(sin
54

2

ttte t
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)()]([,)()()]([ 1

0

tfsFLdtetfsFtfL st  



本节介绍求       的几种方法。1L

定理7.3.1 (反演公式)  若     满足LT 存在定理

条件，则在     的连续点处， 有

其中积分沿任一直线              的主值积分。

)(tf

)(tf







i

i

stdsesF
i

tf



)(

2
1)( ）（ 







iR

iR

st

R
dsesF

i




)(

2
1lim

）0()Re(  s
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定理7.3.2 若     的全部奇点                

都在        内，且                                                

则：

1L

)(sF
nsss ,,, 21 

)Re( s ，))Re(,(0)(  sssF

.0],;)([Re)]([)(
1

1  


 tsesFssFLtf k
st

n

k

利用留数计算     
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证：如图，当  充分大时，函数          

       的奇点           都在半

圆内，由留数定理，得

R
stesF )( nsss ,,, 21 

];)([Re
1

k
st

n

k
sesFs



dsesF
i

st

C

)(
2
1




dsesF
i

st

C R

)(
2
1


 





iR

iR

stdsesF
i




)(

2
1 记

 .21 II 

令                  由约当引理，              由反演公式，

                      证毕。

,R ;01 I

).(2 tfI 
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例17 用几种不同方法求                的拉氏逆变换。)1(
1)( 2 


ss

sF

，
1

111)( 2 

sss

sF .1)]([1 tetsFL  

解法二（留数法）：




 ]0;
)1(

[Re)]([ 2
1

ss
essFL
st

]1;
)1(

[Re 2 
ss

es
st

21

2
20

lim)
)1(

(lim
s
es

ss
e st

s

st

s 



 .1 tet 

解法三（卷积法）：

tet
s

L
s

LsFL  


 ]
1

1[]1[)]([ 1
2

11

  
t

t
t

t deede
00

)(   .1 tet 

解法一（分解法）：
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定理 7.3.3 （展开定理） 如果          在                      

内罗朗展开式为                              那么

证：略。  

)(sF  || sR

,)(
0

1





n
n
n

s
asF

.
!

)]([
0

1 n

n

n t
n
asFL 





 

例 20   求   ].1[)(
1

1 se
s

Ltf


解：  




 n

n

s

sns
e

s
)1(

!
111

0

1

1
0

1
!
)1(
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求   的几种方法 ：分解法，留数定理，卷积法，

展开法，定义，性质及基本公式。
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         的常系数线性微分方程的初值问题

                       的代数方程       解得                                )]([)( tyLsY 

)(ty  拉氏变换（微分性质）
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例 22  求方程                                                                 的解。1)0()0(,34   yyeyyy t
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解：设             方程取 LT, 得  
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